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Introduction 



La conjecture de Lang pour les surfaces S de type general existe en trois versions 
au moins: hyperbolique, corps de fonctions (complexe) et arithmetique. La version 
hyperbolique faible, par exemple, affirme l'existence d'une courbe projective D C S 
contenant l'image de toute application holomorphe non-constante de C dans S. 

Cette conjecture peut-etre reduite au cas des courbes, et done demontree dans 
ses trois versions lorsqu'il existe une fibration / : S — > C sur une courbe C de type 
general (ie: g(C) > 2), ou plus generalement, lorsqu'un revetement etale fini S' de 
S possede cette propriete (purement topologique, par un theoreme de Siu ([Siu80] ): 
le groupe fondamental de S a un sous-groupe d'indice fini admettant pour quotient 
un groupe de surface). Cette observation est utilisee dans [C-S-S97] et [D97]). 

Cette derniere propriete peut etre cependant aussi formulee comme suit: il existe 
une fibration / : S — > C dont la base orbifolde pour les multiplicites classiques (voir 
definition en II . 21 ci-dessous) est une courbe orbifolde de type general. La multiplicite 
classique d'une fibre F = J2je.j m j-Fj est definie par m*(F) := pgcd{rrij,j 6 J}. 

On se propose ici d'etendre cette solution de la conjecture de Lang au cas ou 
les multiplicites classiques des fibres de / sont remplacees par les multiplicites non 
classiques m(F) := inf{rrij,j £ J}, introduites naturellement dans [C01] (voir 11.11 
ci-dessous pour une justification). 

Ce changement de definition souleve des problemes nouveaux: les fibres multiples 
ne peuvent en effet plus etre eliminees par un revetement etale de S, et les solutions 
de la conjecture de Mordell pour les courbes de type general (dans ses trois versions) 
ne peuvent done plus etre invoquees. 

Ce fait est illustre par l'exemple donne au ^3 d'une fibration / : S — > P 1 dans 
laquelle la surface projective S est lisse et simplement connexe, et la base orbifolde 
(necessairement non classique) est de type general. De tels exemples peuvent etre 
definis sur des corps de nombres, ou meme sur Q. 
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La solution de la conjecture de Lang dans cette nouvelle situation peut 
neanmmoins encore etre reduite, apres definition adequate de la notion de point 
/c-rationnel d'une courbe orbifolde, a la solution d'une version orbifolde de la con- 
jecture de Mordell. Nous etablissons ici les deux premieres versions (hyperbolique 
et corps de fonctions), mais pas la version arithmetique. On ne dispose pas, en effet, 
dans le contexte orbifolde, du plongement Jacobien 1 , qui joue un role essentiel dans 
les solutions existantes de la conjecture de Mordell. 

Cette version orbifolde de la conjecture de Mordell arithmetique (voir 14.21 pour 
l'enonce precis), bien que consequence de la conjecture abc est cependant d'un interet 
independant, et permettrait par exemple de montrer que les surfaces lisses et sim- 
plement connexes construites au £0ne sont pas potentiellement denses. 

Des discussions avec P. Eyssidieux et E. Peyre sont a l'origine de la version corps 
de fonctions considered ici. Je les en remercie, ainsi que J.L. Colliot-Thelene pour 
1' observation 14.81 et L.Gruson et T. Peternell, pour leur relecture de la §J5] 
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1 Base orbifolde d'une fibration 

On rappelle ici un certain nombre de notions introduces dans [C01] auquel on 
renvoit pour plus de details. 

1.1 Orbifoldes, fibre canonique et dimension de Kodaira 

Une orbifolde (Y/A) est la donnee d'une variete projective complexe Y et d'un Q- 
diviseur orbifolde A := Y^j eJ (l — l/mj).Aj sur Y, dans lequel J est un ensemble fini, 
les rrij > 1 sont des entiers, et les Aj des diviseurs (de Weil) irreductibles distincts 
de Y tels que le diviseur Ky + A soit Q-Cartier. (Cette condition sera toujours 
verifiee dans la suite oil Y sera lisse). On dira que l'orbifolde (Y/A) est supportee 
par Y. 

Le Q-diviseur Ky + A := -K"(y/a) est appele le diviseur canonique de (Y/A), et 
k(Y/A) := k(Y, Ky + A) est appele sa dimension de Kodaira. On a done toujours: 
k(Y/A) > k(Y) si Y est lisse (ou si Ky est Q-Cartier). 

On dira que (Y/A) est de type general si k(Y/A) = dim(Y) > 0. 

On pourrait, dans cette situation, definir aussi le groupe fondamental de cette 
orbifolde. Voir [C01]. 

1.2 Base orbifolde d'une fibration 
1.2.1 Multiplicity 

Soit F := YlkeK m k-Fk un cycle analytique de dimension pure p > d'un espace 
analytique Z. Ceci signifie que les F k sont des sous-ensembles analytiques compacts 
irreductibles distincts de Z de dimension complexe p, K un ensemble fini, et les 
ink > des entiers. La multiplicite m(F) (resp. la multiplicity classique) m*(F)) 
est le plus petit (resp. le plus grand commun diviseur) des m&, k G K. Done m*(F) 
divise m(F). 

Remarque 1.1 L 'introduction de la notion non classique de multiplicite provient 
de ce qu'on a une bijection naturelle entre les fibrations de type general au sens non 
classique et les faisceaux de Bogomolov; de plus, elle est mieux adaptee a l'etude de la 
pseudometrique de Kobayashi (et probablement aussi a la geometrie arithmetique). 
Voir [C01] pour une justification plus detaillee. 
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1.2.2 Base orbifolde d'une fibration 

Une fibration designe dans le present texte une application holomorphe surjective et 
a fibres connexes / : X^Y entre varietes projectives complexes lisses et connexes. 

Si / : X — > Y est une fibration, et si D est un diviseur irreductible de Y, on 
notera f*(D) = F + R, oh F (resp. R) est la reunion des composantes irreductibles 
de f*(D) dont l'image par / est D (resp. est de codimension au moins 2 dans Y). 
On ecrit F := J2keK m k-Fk, et on definit alors la multiplicite (resp. la multiplicite 
classique de la fibre generique de / au-dessus de D comme etant: m(f, D) := m{F) 
(resp. m*(f,D) :=m*(F)). 

Done m(f, D) et m*(f, D) sont egaux a 1 sauf pour un nombre fini de D, contenus 
dans le lieu au-dessus duquel / n'est pas lisse. 

On definit alors la base orbifolde (resp. la base orbifolde classique) de / comme 
etant le couple (Y/A(/)) (resp. (Y/ A* (/))), avec: 

A(/) := Edcy (1 " (V™(/, D))).D (resp. A*(/) := Edcy(1 - (V™*(/, D))).D. 

On notera que ces sommes sont bien finies, puisque m(f, D) (et a fortiori 
m*(f, D)) sont egales a 1 sauf pour un nombre fini de D. 

On a alors aussi: k{Y) < K,(Y/A*(f)) < «(y/A(/)). 

On dira que / est de type general (resp. de type general au sens classique) si Y 
est une courbe 2 et si la base orbifolde (Y/A(f)) (resp. la base orbifolde classique 
(y/A*(/)) de / est de type general (ie: de dimension de Kodaira 1). 

Remarque 1.2 Dans les situations considerees ici, X sera une surface, et Y une 
courbe. Dans ce cas, les diviseurs D de Y sont des points. De plus, il resulte alors de 
[B-P-V,V. 7. p. 150] que si / est une fibration elliptique, alors m*(f,D) = m(f,D) 
pour tout D C y . Si la fibre generique de / est rationnelle, alors m(f, D) = 
m*(f, D) = 1 pour tout D C Y. La distinction entre A(/) et A*(/) n'apparait done 
que si les fibres lisses de / sont des courbes de type general, condition satisfaite si 
X est elle-meme de type general. 

1.3 Courbes orbifoldes, morphismes d'orbifoldes 

On va considerer ici une orbifolde (C/A), dans laquelle C est une courbe pro- 
jective lisse et connexe de genre g(C) , et A := Y%=i(l ~~ ^/ m k)-Pk, ou l es Pk sont 
des points (done des diviseurs irreductibles) de C. 

On notera parfois, lorsque la connaissance des points pk est superflue, 
(C/(mi, ...,mjv)) une telle orbifolde, les etant ordonnes de telle sorte que 
2 < mi < m 2 < ... < 77ijv- 

Par exemple, P 1 /(2,3, 7) designe une orbifolde P 1 /A, avec A = (l/2).p 1 + 
(2/3).p 2 + (6/7).p 3 , oil les pj G P 1 , j = 1, 2, 3 sont distincts. 

2 Si Y est de dimension 2 ou plus (cas non utilise ici), la definition est plus compliquee. Voir 
[C01]. 
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Si (C/A) et (C'/A') sont des orbifoldes dont les supports sont des courbes, 
un morphisme d 'orbifoldes g : (C/A) — > (C"A') est la donnee d'une application 
holomorphe surjective <? : C — > C" telle que g*(Kc/A') C Kc/a- On dit que (7 est 
eto/e si Ton a l'egalite g*(K C i/ A i) = Kc/a- Alors k(C/A) > k(C'A'), avec egalite si 
5 est etale. 

Done <? : (C/A) — > (C'/A') est un morphisme d'orbifoldes si et seulement si, pour 
tout x G C, on a: r(<?, x).A(x) > A(^(x)), ou r(g,x) est l'indice de ramification de 
g en x, A(x) est la multiplicite de A en x, egale a 1 si 1 n'est pas l'un des p k , et 
egale a nth si x = pk- On definit A'(x') de maniere similaire si x' G C". Et g est 
etale exactement lorsque toutes ces inegalites sont des egalites. 

Exemple 1.3 

1. Soit g : C := E — > P 1 := C" revetement double ramifie en 4 points 
a k G P 1 , A; = 1,2,3,4, avec nne courbe elliptique. Soit A le diviseur vide sur E 
et A' := Efc=i(l/2).a fe . 5 : (£/0) -> (W 1 / A') est un morphisme d'orbifoldes 
etale de degrel, ainsi que g : (E / ((1 / 2) .a~i)) — > (P 1 /A") ; si ai esi Vunique point de 
E dont Vintage par g est a±, et si A" := (3/4). a\ + Y,k=2(^/^)- a k- 

2. Plus generalement, si (C := T 1 / A') est une orbifolde telle que N > 3 dans 
la notation precedente, il existe un morphisme d 'orbifolde etale g : C — > (P 1 /A / ). 
/On note C nne orbifolde supportee par une courbe et de diviseur vide). Voir, par 
exemple, [N87, p. 26] pour cette assertion. Done: /t(P 1 /A) = 1 (resp. 0/ si et 
seulement s'il existe un morphisme etale g : C — > (P 1 /A), avec (7(C) > 2 /resp. 

//in = V- 

Remarque 1.4 S'il existe un morphisme d'orbifolde g : (C/A) — > (C'A'), on note: 
(C/A) > (C'A'). On verifie que /t(P 1 /A) = exactement dans les cas suivants: 
N = 3 et A = (3,3,3), A = (2,3,6) ou A = (2,4,4); ou bien iV = 4 et A = 
(2,2,2,2). De plus: k(P 1 /A) = —00 si et seulement si Ton est dans l'un des cas 
suivants: < 2, = 3 et A est l'une des suivantes: (2,2,m), (2,3, m'), avec m 
arbitraire, ml < 5. 

On en deduit que k(P 1 /A) = 1 si et seulement si (P : /A) > (v l /A r ), ou A' est 
l'une des cinq suivantes: (2, 3, 7), (2, 4, 5), (3, 3, 4), (2, 2, 2, 3), (2, 2, 2, 2, 2). 



1.4 Fibrations de type general sur une surface projective 

On considere dans cette section une fibration / : X — > C dans laquelle X est 
une surface (projective complexe). On note F une fibre lisse de /, g(F) son genre, 
et k(X) G {—oo,0, 1,2} la dimension canonique (ou de Kodaira) de X. 

Proposition 1.5 Si f est de type general, alors: 
1. k(X) ^ 0. De plus: 
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2. Si k(X) = —oo, alors: g(F) = et g(C) = q(X) > 2. De plus, f est a la fois 
le quotient rationnel, le morphisme d'Albanese, et le coeur de X (voir [CO 1] pour ce 
terme). 

3. Si k(X) = 1, alors g(F) = 1, et f est a la fois la fibration d'litaka-Moishezon 
et le coeur de X . De plus, f est de type general au sens classique, done il existe un 
revetement Stale fini u : X' — > X tel que g(C) > 2 si f : X' — ■» C est la partie 
connexe de la factorisation de Stein de v o f — f o u : X' — > C, et v : C — > C sa 
partie finie. 

4- k(X) = 2 si et seulement si g(F) > 2. 

Demonstration de 2.1: Puisque / est une fibration de type general, le 
theoreme d'additivite orbifolde (voir [C01], §4) affirme que k(X) = k(F) + 
dim c {C) = k(F) + 1. Ceci montre done que n(F) = — oo si k(X) = — oo, que 
k(X) ^ 0, et que «(F) = k(X) - 1 si k(X) = 1, 2. Si n{X) ^ 0, 2, on voit done que 
/ est a la fois a fibres speciales (voir [C01]) et de type general (comme fibration). 
C'est done le coeur de X (voir [C01] pour la description explicite du coeur dans le 
cas des surfaces). Cette description donne les autres assertions de l'enonce. 

Remarque 1.6 Le resultat precedent est un cas tres particulier de resultats valables 
en dimension superieure. Voir [C01]. 

Remarque 1.7 Le fait d'etre de type general au sens classique s'interprete 
geometriquement tres simplement (voir [CaOl]): / est de type general au sens clas- 
sique si et seulement si, apres changement de base fini adequat (ramifie en general) 
v : C — > C et normalisation, le morphisme /' : X' — > C deduit de / n'a pas de 
fibre multiple au sens classique, et si C est une courbe de type general. Done si 
/ : X — > C est une fibration de type general, le groupe fondamental de X admet un 
sous-groupe d'indice fini dont un quotient est le groupe fondamental d'une courbe 
de genre 2 ou plus. (La reciproque est d'ailleurs vraie aussi, par un theoreme de Siu 
([Siu80])). 

Nous verrons par contre l'existence de fibrations de type general / : X — > C avec 
X simplement connexe, et done C = P 1 . Une telle / n'est done pas de type general 
au sens classique. 



Remarque 1.8 Si / : X — > C est une fibration de type general au sens classique 
avec X une surface, les conjectures arithmetiques et hyperboliques de Lang peuvent 
etre reduites aux enonces analogues pour les courbes, et done resolues, a l'aide de 
resultats bien connus. 

Expliquons le principe de cette reduction dans le cas arithmetique (les autres cas 
sont similaires). Elle se fait en les quatre etapes ci-dessous, supposant u : X' — > X 
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etale et definie sur le corps de nombres k, ainsi que /' : X' — > Y', ou Y' est une 
courbe de type general. 

0. Par le theoreme de Chevalley-Weil, il existe une extension finie de corps k'/k 
telle que u(X'(k')) D X(k). II suffit done d'etablir le resultat pour X'. 

1. f(X'(k')) C Y'(k'). 

2. Y'(k') est fini (conjecture de Mordell, etablie dans [F83]). C'est l'etape 
cruciale. 

3. Si V C Y' est l'ouvert au-dessus duquel /' est lisse, et si U' := 

alors les fibres de /' : X'(k') PI U' — > Y'(k') PI V sont finies, par Mordell encore. 

Par contre, lorsque / : X — ► C est de type general au sens non classique ci- 
dessus, des arguments nouveaux sont necessaires, dus au fait que l'etape 0. ci- 
dessus ne peut plus etre appliquee. On va etablir dans cette situation les versions 
hyperboliques et corps de fonctions. La version arithmetique conduit a une version 
orbifolde de la conjecture de Mordell (voir I4.5J1 pour laquelle les demonstrations 
connues ne semblent pas s'adapter, car basees de maniere essentielle sur l'etude de 
la Jacobienne. 

2 Version hyperbolique 

2.1 Pseudometrique de Kobayashi 

On considere dans cette section aussi une fibration / : X — > C dans laquelle X 
est une surface projective complexe. On note encore F une fibre lisse de /, et 
k(X) G {—oo,0,l,2} la dimension canonique (ou: de Kodaira) de X. On note 
d x : X x X — >• R + la pseudometrique de Kobayashi (voir [K71]). Si / : X — * C est 
une application, et 5c une pseudometrique sur C, on note f*(Sc) la pseudometrique 
sur X definie par: f*{S c ) ■= (<$c) ° (/ x /) : X x X —> E+. Si d,d' sont deux 
pseudometriques sur X, on definit l'inegalite d' > d de la maniere evidente. Une 
pseudometrique d est une metrique si d(x, y) > lorsque x ^ y. En general, dx 
n'est pas une metrique; par exemple d c = 0. 

Rappelons que dx est la plus grande des pseudometriques sur X telle que d x < 
h*(dr>), si do est la metrique de Poincare sur le disque unite D de C, et h : D — > X 
une application holomorphe arbitraire. (Le lemme d'Ahlfors-Schwartz montre que 
les deux sens de la notation dp coincident). II est evident que si g : Y — > X est une 
application holomorphe arbitraire, on a: dy > g*(dx)- (Propriete de decroissance 
de la pseudometrique de Kobayashi par applications holomorphes) . 

Remarque 2.1 Si / : X — > C est de type general au sens classique, apres 
revetement etale fini adequat u : X' — > X, la partie connexe f : X' — > C de 
la factorisation de Stein de / o u a pour image C, une courbe de type general. On 
en deduit aisement que: dx > f*(Sc), ou So est une metrique sur C qui definit 
la topologie analytique de C . En particulier, si X (et done la fibre generique F 
de /) est de type general, alors dx est une metrique sur l'ouvert de Zariski U de 
X qui est la reunion des fibres lisses de /. (Les arguments sont des consequences 
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immediates du theoreme de Liouville et du fait que les courbes de genre 2 ou plus 
sont uniformisees par le disque unite). 

2.2 Pseudometrique de Kobayashi orbifolde 

Nous allons, suivant [C01], etendre la notion de pseudometrique de Kobayashi au 
cadre orbifolde: 

Definition 2.2 Soit (C/A) une orbifolde, oil C est une courbe projective complexe, 
et A := £)jej(l — l/rrij).pj un Q-diviseur, les pj etant des points distincts de C 
et J un ensemble fini. On definit dm/A) comme etant la plus grande des pseu- 
dometriques 5 sur C telles que 5 < h*(do), ceci pour toutes les h : D — > C , appli- 
cations holomorphes compatibles avec le diviseur orbifolde A, c'est-a-dire telles que 
h*(pj) > mj.h~ 1 (pj) , pour tout j G J. (Autrement dit: h(z) ramifie au moins a 
I'ordre rrij en tout z e D tel que h(z) = Pj). 



Remarque 2.3 Si A = 0, on a done: d(c/0) = dc- De plus, si g : C — > (C/A) 
est une application holomorphe de la courbe C vers C compatible avec A, alors 
dc > 9*{d(c/A)), puisque toute application h : D — > C fournit par composition 
avec / une application / o h : D — > C compatible avec le diviseur orbifolde A. Le 
meme argument fournit, plus generalement le resultat suivant (que Ton pourrait 
d'ailleurs aussi formuler lorsque X aussi est munie d'un diviseur orbifolde): 



Proposition 2.4 

1. Soit f : X — > C une fibration sur une courbe. Alors: d x > /*(^(c/A(/)))- 

2. Soit g : (C/A) — > (C/A') un morphisme d'orbifoldes supportees par des 
courbes C et C . Alors d(c/A) > fi , *(^(c'/A'))- ^ n particulier, d^c/A) ^st une metrique 
sur C si d(c'/A') est une metrique sur C. 

On etablit dans [C-W04] le resultat suivant, comme consequence d'une version 
orbifolde du theoreme de Brody: 

Proposition 2.5 Soit (C/A) une courbe projective complexe connexe munie d'une 
structure d 'orbifolde A. Alors d( C /A) es t une metrique sur C si et seulement si 
(C/A) est de type general. Sinon, rf(c/A) est nulle. 

Remarque 2.6 La definition donnee de la pseudometrique de Kobayashi orbifolde, 
ou I'ordre de ramification de h en z tel que h(z) = Pj est seulement suppose etre 
au moins egal a rrij (mais n'est pas suppose etre un multiple de rrij) interdit de 
demontrer le resultat precedent en choisissant un revetement ramifie g : C — > C de 
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C ramifiant a l'ordre rrij en chaque point p' e C tel que g(p') = pj, et en relevant a 
C les applications holomorphes h : D — > C compatibles avec A. 

Utilisant les notations introduites dans 11.31 on voit done que les orbifoldes de 
type (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3), (2, 3, 6) sur P 1 ont une pseudometrique de Kobayashi nulle. 
(Remarquons q'elles ont d'ailleurs des revetements cycliques de degres respectifs 
2, 3, 6, etales au sens orbifolde qui sont des courbes elliptiques, dermis (dans l'espace 
total des fibres 0(4), 0(3) et 0(6)) par les equations z 2 = x(x — l)(x — A), z 3 = 
x(x — 1), et z 6 = x 3 .(x — l) 2 , z (resp. x) etant la coordonnee de la fibre (resp. de 
la base). 



2.3 Non degenerescence de la pseudometrique de Kobayashi 



Proposition 2.7 Soit f : X — > C une fibration de type general de la surface X sur 
la courbe C . 

1. Si k(X) = -oo, d x = f*(d c ). 

2. Si k(X) = 1, alors dx = f*(6c), ou 5c est une pseudometrique sur C telle 
que 5c > /*(d(c/A(/))); d(c/A{f)) etant la pseudometrique de I 'orbifolde (C/A(/)) ; 
definie ci-dessus, et qui est une metrique dans ce cas. 

3. Si k(X) = 2, alors d x est une metrique sur Vouvert de Zariski U de X 
constitue de la reunion des fibres lisses de f . 

Demonstration: La demonstration de la premiere assertion peut etre faite sans 
recourir a 3.4 ci-dessus: si k(X) = — oo, alors X est birationnelle a Pi x C, d'ou la 
conclusion, puisque la pseudometrique est un invariant birationnel. (On peut aussi 
se dispenser de 3.4 pour la seconde assertion, en considerant des changements de 
base fini adequats). 

Demontrons l'assertion 2. Puisque dx est nulle sur la fibre generale (elliptique) 
de /, elle est nulle sur toute fibre de /, puisque continue pour la topologie analytique. 
II existe done une unique pseudometrique 5c telle que dx = f*(o~c)- L'inegalite d x > 
f*(d(c/A{f))) resulte de 3.3, et montre que 5c > d(c/A(/))- D'apres 3.4^ d(c/A(f))) es t 
une metrique sur C. D'ou les assertions. 

Demontrons l'assertion 3. On a, par 3.3 et 3.4: dx > /*(<i(C7A(/)))) et $c '■= 
<i(C7A(/))) es t une metrique sur C. Soit a un point de U. Si b 6 X est tel que 
dx(a, b) < 2.e, ou e > est donne, il existe une D-chaine de X de longueur inferieure 
a e joignant a et b. C'est-a-dire qu' il existe une suite d'applications holomorphes 
hi : D — > X et de points cii, i — 0, 1, n + 1 tels que a = a, a n+ i = b et de Z{ G D 
tels que hi(0) = Oj, hi(zi) = a i+ i et Y^hZq \ z i\ < e - Puisque dx > f*(5c), tous les 
di sont dans la boule ouverte B e dans C, de centre c := f(a) et de rayon e pour la 
distance 5c- Comme 5c definit sur C la topologie analytique, B t est contenue dans 
un disque analytique B centre en c, et tel que V := f 1 (B) C U, si e est assez petit. 
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Mais alors dx\v = dy est une metrique, par [K98,3.11.2], puisque F := / _1 (c) est 
hyperbolique. 

Nous allons maintenant demontrer autrement l'assertion 3 precedente sans re- 
courir a 3.4. En fait, c'est une consequence immediate du lemme suivant: 

Lemme 2.8 Soit f : X — > C une fibration de type general sur une courbe C (la 
variete X est de dimension arbitraire). 

1. f o h : C — > C est constante, pour toute application holomorphe h : C — > X. 

2. Soit 5c la pseudometrique sur C telle que 5c(a',b') = inf{d x (a,b)\f(a) = 
a', f(b) = b'},Wa', b' G C. Alors 5c est une metrique sur C si X est de type general. 

Demonstration: La premiere assertion est le cas particulier p = 1 du theoreme 
8.1 de [C01], qui affirme (entre autres) que si g : X — > Y est une fibration de type 
general avec dim(Y) = p > 0, alors g o h : C p — > Y est degeneree, pour toute 
application meromorphe h : C p — > X. 

Pour etablir l'assertion 2, on utilise [Ko98, thm 3. 5. 31, p. 94] qui affirme que 
dx{a, b) = inf c { f c F x (c')}, si c : [0, 1] — > X est un chemin de classe C 1 par morceaux 
joignant a et b et de derivee c', et ou F x : TX — > [0, +oo[ est la pseudometrique de 
Kobayashi infinitesimale sur le fibre tangent TX de X. 

Supposons qu'il existe a,b G X tels que dx(a,b) = et f(a) ^ fib). On peut 
supposer que a et b sont dans l'ouvert U . On va montrer qu'il existe un vecteur 
tangent t E TX tel que f m (t) ^ 0, et tel que F x {t) = 0. 

En effet, sinon F x (t) > A.\f*(t)\, pour une constante A > 0, si \t'\ est une 
metrique hermitienne continue sur TC, et si le point base m de t G T m X est dans 
un ouvert connexe £/' := f~ l {y') de X contenant a et 6 et relativement compact 
dans U . Ceci resulte de la continuite de F x , etablie dans [Wr77] pour les varietes 
de type general. 

On en deduit done que d x (a,b) > A. J cnV \f*(c')\ > A.disty{a! ,b') > 0, avec: 
a' := f(a), V := f(b), pour tout chemin c, si dist est la distance sur C deduite de \t'\ 
sur TC, et si distv(a,b) est la somme des distances (au sens de dist) de a' a C/V 
et de b' a C/V. On en deduit done une contradiction: il existe bien t G TU avec 
les proprietes annoncees. 

Le lemme de reparametrisation de Brody montre alors qu'il existe une application 
holomorphe h : C — > X telle que h'(0) = t. Ceci contredit l'assertion 1. Done un tel 
couple (a, b) n'existe pas, et 5c est bien une metrique sur C. 

Question 2.9 A-t'on: 5c = d(c/A(/))) dans l'assertion 2 de la proposition 
precedente? Peut-on donner une description explicite des metriques de Kobayashi 
sur les orbifoldes de type (m 1 ,m 2 ,m 3 ) sur P 1 ? Par exemple, ces metriques 
coincident- elles avec celles de leurs revetements orbifoldes Stales, qui sont des 
courbes de genre 2 ou plus sans structure orbifolde ? 
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Remarque 2.10 On peut, plus generalement, suivant [C01], definir la pseu- 
dometrique de Kobayashi d'une orbifolde (X/A) de dimension arbitraire (ou A := 
Sjej(l ~~ l/rrij).Dj est un Q-diviseur effectif sur X , les Dj etant des diviseurs 
irreductibles reduits de X et J un ensemble fini. On definit drx/A) comme etant la 
plus grande des pseudometriques 5 sur X telles que 5 < h*(di>), ceci pour toutes 
les h : D — > X, applications holomorphes compatibles avec le diviseur orbifolde A, 
c'est-a-dire telles que h*(Dj) > rrij.h^ 1 (Dj), pour tout j £ J. (Autrement dit: h(z) 
ramifie au moins a l'ordre mj en tout z e D tel que h(z) e D®, si D® est l'ouvert de 
Dj constitue des points n'appartenant pas a l'une des autres composantes de A). 

Les proprietes enoncees ci-dessus lorsque X est une courbe restent valables en 
dimension superieure, par les memes arguments. 

3 Version Corps de Fonctions 

On traduit en termes geometriques les notions de geometrie algebrique usuelles 
lorsque le corps de base est le corps ks des fonctions meromorphes sur une courbe 
projective complexe lisse et connexe B. On trouvera dans [C01] d'autres remarques 
sur cette situation. Voir [Ca 04] pour les problemes d'effectivite et d'uniformite. 

3.1 Varietes definies sur un corps de fontions complexes 

Soit B une courbe projective complexe lisse et connexe, ks designant son corps des 
fonctions meromorphes. On a done correspondance bijective entre les extensions 
finies de ks et les revetements ramifies w : B' — > B. 

Un variete Xb de dimension n sur ks est une variete projective complexe X de 
dimension n + 1 munie d'une fibration g : X — > B. (Le modele (X, g) est en fait 
defini a equivalence birationnelle pres, nous ne considerons ici que des proprietes 
birationnelles, et nous ferons done des changements de modele sans le preciser). 
Une fibration : Xb — > Yb sera simplement une fibration / : X — > Y telle que 
h ° / = g, si Y B = (y, h), avec h : Y — > B la fibration definissant la fee- variete Yg. 

Un point A;s-rationnel de est une section s : 5 — > X a p. On notera X(fcs) 
l'ensemble de ces sections. La conjecture de Lang affirme que cet ensemble est fini 
si Xb est de type general (ie: si sa fibre generique Xj, := g^ 1 ^) l'est), et si Xb n'est 
pas isotriviale). Voir [COf] pour des references classiques et des observations sur 
cette question. 

Ces notions sont compatibles avec les changements de base finis (ou extensions 
de corps de base finies) w : B' — > B. En particulier, on a une inclusion naturelle 
X{ks) C X{k B ') si k B C ks', et une application naturelle /* : X{k B ) — > Y{ks) si 
/b : V B — > Yb est une fibration de /c^-varietes. 

Remarquons que si Y B est une courbe sur ks, et si Y' B est une courbe birationnelle 
a Yb (ie: on a une application birationnelle ft, au-dessus de B entre les surfaces Y 
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et Y'), alors F(fcs) = Y'^ks). En dimension superieure, on a egalite pour les points 
/cB-rationnels exterieurs aux diviseurs exceptionnels de h. 

3.2 Orbifoldes definies sur un corps de fonctions 

Une orbifolde (Xb/Ab) sur &b est done la donnee d'une variete projective g : X — > B 
sur et d'un diviseur orbifolde A# = Ylj e j(l ~ l/rrij).Aj de Xb- Les Aj sont 
des diviseurs irreductibles distincts de X . Par intersection avec la fibre generique 
Xb '■= 9*{b) de g, A B induit une orbifolde (X b /A b ) de X b , ayant pose: A b = Y,j e j(l — 
l/ mj ).A jtb , et A jtb := Aj n X 6 . 

La dimension de Kodaira k(Jb/Ab) n'est autre que K(X b /A b ), pour b <E B 
general. 

Exemple 3.1 L'exemple crucial d'orbifolde surks considere ici est bien sur la base 
orbifolde Y/A(f) d'une fibration f : X — > F entre B-varietes X B et Y B definies par 
des fibrations g : X ^ B et h : Y ^ B . La condition pour que f soit definie sur ks 
est que f soit au-dessus de B, e'est-a-dire que g = f o h. 

L'orbifolde (Y b /A(f) b ) n'est alors autre que (Y b / A (f b )), si f b : X b — > Y b est la 
restriction de f au-dessus du point generique b e B. 

A equivalence birationnelle pres, les composantes Aj de A qui sont verticales, 
e'est-a-dire contenues dans une fibre de g, peuvent done etre omises. Un tel couple 
{Xb/Ab) est done seulement l'un des modeles de cette clase d'equivalence. 

3.3 Courbes orbifoldes 

On va maintenant considerer le cas dans lequel Xb est une courbe sur ks (et X 
est done une surface). Dans ce cas, Aj est une multisection de g (omettant les 
eventuelles composantes verticales). Apres changement de base fini v : B' — > B, 
on peut supposer (et on supposera dans la suite) que Aj est l'image d'une section 
Pj : B — > X de g. 

On definira l'ensemble M C B des mauvaises places de Xb/Ab comme etant 
l'ensemble fini des b G B tels que: ou bien X b n'est pas lisse, ou bien X b est lisse, 
mais la restriction de g a A# n'est pas etale au-dessus de b. On choisira aussi 
arbitrairement un sous-ensemble fini M C B qui contient M . 

Exemple 3.2 Soit g : X — > B une courbe sur ks dont la fibre generique est iso- 
morphe a P 1 . A equivalence birationnelle pres, X = P 1 x B, et g est la seconde 
projection. On notera n : X — > P 1 la premiere projection. 

Soit A B = — l/rrij).Aj un diviseur orbifolde sur X B - On supposera que 

les Aj sont les images de sections pj : B — > X a g. A equivalence birationnelle 
pres, on peut supposer (et on supposera) que les sections pj := ir o pj : B — > P 1 sont 
constantes, et prennent les valeurs 0, 1 et oo respectivement pour j = 1,2 3. 
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Dans cette situation, on dira que Xb/Ab est une orbifolde de type 
(P B /(mi, m2, mjv)) si les mj sont ordonnes de telle sorte que 2 < mi < ... < m^. 
(On ne suppose pas que les sections pj soient constantes si j > A). 

L 'ensemble des mauvaises places de (P B /(mi, m N )) est done constitue des 
points b en lesquels Pj(b) = Pk(b) pour un k ^ j . Si N < 3, cet ensemble est vide. 

Definition 3.3 Soit Xb/Ab et X' / A' B des orbifoldes supportees par des courbes 
Xb et X' B sur k B . Un morphisme d'orbifoldes g : Xb/Ab — > X' B /A' B est une 
application meromorphe surjective g : Xb — > X' B au-dessus de ks, qui induit un 
morphisme gj, : X&/Aj, — > X' b / A' b , pour b G B gen'erique. Ce morphisme est etale si 
sa restriction au-dessus de b generique est etale. 

Exemple 3.4 Soit g : X —>■ B une ks-courbe elliptique (ie: telle que les X b lisses 
soient des courbes elliptiques) , munie d'une section s : B — » X prise pour element 
neutre de la loi de groupe dans les fibres lisses de g. II existe alors un morphisme 
etale ( au sens orbifolde precedent) de degre deux u : X B — > P B /(2, 2, 2, 2) qui ramifie 
(geometriquement) exactement aux points de 2-torsion de X/B. lei V orbifolde X B 
est V orbifolde (X B /$). Ce mime morphisme induit aussi un morphisme etale u + : 
Xb/(1/2.s(B)) — > (P B /(2, 2, 2, 4)) lorsque X B est munie du diviseur orbifolde A := 
(l/2).s(B). 

3.4 Points /c^-rationnels d'une courbe orbifolde 

Soit Xb/ Ab une orbifolde supportee par une courbe Xb definie sur ks, et M C B 
un ensemble fini contenant les mauvaises places de l'orbifolde Xb/ Ab- On suppose 
que les composantes Aj de sont les images de sections pj\B^Xkg:X-^B. 

Definition 3.5 Soit (X/A)(kB,M) C X(/cb) V ensemble des s : B — ► X, sections 
de g : X — ► B , telles que, pour tout b G B, sib £ M, et si s(b) = Pj{b), alors s et pj 
sont tangentes a I'ordre rrij au moins en b. 

Remarquons que deux modeles birationnels de X B /A B ont les memes points 
/c^-rationnels (au sens de la definition 13.51 precedente) si M est assez grand. Et 
aussi que si u : Xb/Ab — > X' B /A' B est un morphisme d'orbifoldes sur ks, alors 
u((X B /A B )(k B ,M)) C (X' B /A' B )(k B ,M), pour tout M assez grand. 

Cette definition provient de la: 

Proposition 3.6 Soit f : Z B — * Xb une fibration de la ks-variete Zb sur 
la ks-courbe Xb- Soit X B /A(f) la base orbifolde de f. Alors f(Z(k B )) C 
(X B / A(f))(k B , M), pour tout M C B assez grand. 

Demonstration: Par hypothese, f*(Aj) > mj.f~ 1 {Aj). Done (/ o s)*(Aj) = 
s*(f*(Aj)) > rrij(f o s)~ 1 (Aj), ceci pour tout j G J. (On note A > B si le diviseur 
A — B est effectif). D'oii l'assertion si M contient toutes les mauvaises places de 
A(/) et les points de b au-dessus desquels / n'est pas partout definie. 
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Remarque 3.7 Si l'on avait considere (X B / A*(f)), on aurait obtenu la condition 
plus forte: / o s et sont tangentes en b a un ordre divisible par m^. C'est le 
point de depart de [D97]. 

3.5 Mordell orbifolde sur un corps de fonctions 

Theoreme 3.8 Soit (X B /A B ) une orbifolde definie surk B . Si k(X b A b ) — 1? alors 
pour tout M C B, (X/A)(k B , M) nc est fini. 

On designe, si (X B /A B ) = (F x B)/(A x F) est triviale, par (X/A)(k B ,M) nc 
le sous-ensemble de (X/A)(k B ,M) constitue des sections s qui sont non-constantes, 
c'est-d-dire telles que s := tc o s : B —>■ F ne soit pas constante, it : X — > F 
etant la premiere projection. On pent verifier que la finitude de (X/ A)(k B , M) nc est 
independante des modeles birationnels et des trivialisations choisies. 

Remarque 3.9 La demonstration donnee ici n'est pas effective lorsque X b est ra- 
tionnelle. Dans ce cas (ou X b = P 1 ), on peut facilement (tout comme dans le cas 
classique ou g(X b ) > 2) rendre effective la borne sur la hauteur. Mais la finitude du 
nombre de points de hauteur donnee n'est pas effective (voir la seconde etape de la 
demonstration) . 

Demonstration: Soit g(X b ) le genre d'une fibre generique de g : X —>■ B. Si 
g{.X b ) > 2, 1' assertion resulte de 11.41 et de resultats classiques ([M63], [G65],[P68]). 
Si g(X b ) = 1, il suflit, d'apres IT741 de traiter le cas ou A B = (1/2). B', ou B' est 
l'image d'une section s : B — > X. Dans ce cas, il existe un revetement double 
etale au sens des orbifoldes u : (X B /((1/2).B') — > (F B /(2, 2, 2, 4)). Par la remarque 
suivant 13.51 on en deduit la finitude de (X B / A B )(k B , M) si l'on etablit celle de 
(P^/(2, 2, 2, 3))(k B , M), ce qui sera fait ci-dessous. Nous sommes done ramenes a 
traiter le cas ou X b = P 1 . 

Conventions 3.10 Lorsque X b = P 1 , il suffit, toujour s d'apres la remarque suivant 
\3.5\ et \l.J\ de traiter les cas suivants: N = 3, iV = 4 et A B = (2,2,2,3), et enfin: 
N = 5 et A B = (2,2,2,2,2), ou N est le nombre de points de A b , pour b G B 
generique. 

On supposera done dans la suite que X B = P 1 x B, que g : X — > B (resp. 
7i : X — ► P 1 ^ est la premiere (resp. la seconde) projection, que les composantes 
de A B sont des sections pj : B — > X pour j = 1,2,..., N, et que les fonctions 
pj := 7r o pj : B — » P 1 pour j = 1, 2, 3 sont constantes et prennent respectivement les 
valeurs 0, 1 et oo. Pour j = 1, 2, 3, on notera alors A , Ai et A^ respectivement les 
images des sections pj . 

Si N = 3, on a done: A B = (1 — l/m ).A + (1 — l/m^-A} + (1 — l/m^.A^, 
avec: l/m + l/mj + l/niao < 1- 

Si N = 4, on a done: A B = (1/2). (Ai + Aoo + A p ) + (2/3). A , en notant A p 
l'image de p>\ (la section non necessairement constante). 

Si N = 5, on a done A B = (1/2). (A + Ai + A^ + A p + A q ), ou A p et A q 
designent les images des sections non necessairement constantes p^ et p$. 
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Le theoreme 13.81 est demontre en deux etapes: la premiere (lemme 13.111 ci- 
dessous) est la majoration du degre de s := 7r o s : B — ► P 1 , si s : B —* X G 
(X B / A B )(k B , M). La seconde (lemme 13.151 ci-dessous) est la demonstration du fait 
que les elements de (X/A)(k B , M) nc forment, vues dans la variete de Chow de X, 
un ensemble discret. 

Lemme 3.11 Dans la situation decrite dans \3. lU ci-dessus, il existe un entier A 
tel que pour tout s : B — > X G (X/A)(k B , M) nc , le degre de V application s := n o s : 
B — ► P 1 sorf major e par A. 

Remarque 3.12 L 'entier A construit ci-dessous depend a priori de B, A B et du 
cardinal de M. Avec un peu plus de travail, on pourrait le faire dependre de maniere 
effective seulement de g(B), du degre des applications pj, j = 1,...,N, et du 
cardinal de M seulement. 

Demonstration: On va distinguer les trois cas: 

a. N = 3, 

b. iV = 4 et A B de type (2, 2, 2, 3), 

c. N = 5 et A B de type (2, 2, 2, 2, 2). 

Le premier cas (a) est extemement simple (mais c'est aussi un cas peu interessant 
dans la version corps de fonctions. Ce cas est par contre central dans la version 
arithmetique, grace au theoreme de Bielyi): soit y := u/v la coordonnee lineaire 
globale sur P 1 , de coordonnees homogenes [u : v\. Soit dy la 1-forme differentielle 
meromorphe associee sur P 1 . On identifiera, pour simplifier les notations, dy et 
7r*(dy), image reciproque sur X := P 1 x B de dy par tt : X — > P 1 . 

Soit alors s : B -> X G {X/A){k B , M) nc . Done s : 5 -> P 1 est non-constante, 
et ramifie a l'ordre mo au moins en chaque point 6 ^ M tel que s(b) = 0. On a 
une hypothese similaire pour les points b ^ M tels que s(fe) = 1 ou oo. Soit d > 
le degre de l'application s : i? — » P 1 , e'est-a-dire le nombre de points d'une fibre 
generique. 

Par la formule d'Hurwitz, 2g(B) — 2 = — 2d+J2beB{ r {b) — 1), ou r(6) est l'ordre de 
ramification de s en 6 G B. Done 2g(B) — 2 > J2beB'( r (b) — 1), ou B' est l'ensemble 
(fini) des b tels que s(6) = 0, 1, oo. Done 2g(B) - 2 > [EbeB>r(b)] - [EfceB'C 1 )]- 
Comme J2beB'r(b) = 3d, et que EfeeB' 1 < [EbeM 1] + Efe eJ B'( r ( & )/ m s(fe))] < |M| + 
d.(l/m + 1/mi + 1/moo)], on obtient: 2g(B) - 2 > -2d + 3d - (l/m + 1/mi + 
l/m^.d— \M\, notant \M\ le cardinal de M. 

Puisque 1 — (1/mo + l/mi + 1/moo) := e > 0, on en deduit que: d < (2g(B) — 2 + 
\M\)/e < A2.(2g(B) - 2 + |M|), car e > 1/42 pour toute orbifolde de type general 
de support P 1 . Ceci etablit done le lemme lorsque N = 3. Remarquons qu'en fait 
cet argument s'applique sans changement si iV est arbitraire, et si les composantes 
de A B sont des graphes d'applications constantes de B dans P 1 . 

Nous traitons maintenant le second cas (b) ci-dessus 3 , en construisant une pluri- 
forme differentielle meromorphe w := (J2k=oPk(x,y)dy^ >6 ~ k ®dx^ >k )/(y 4: .(y—l) 3 .(y — 

3 En considerant implicitement (^(x/A))' 8 '™' P our 171 adequat. Voir [C01] pour cette notion. 
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p(x)) 3 ), ou dx est l'image reciproque sur X par g d'une 1-forme differentielle 
meromorphe non-nulle sur B (holomorphe si g(B) > 0), et ou les Pk(x,y) sont 
des fonctions meromorphes sur X, egales pour x G B generique a des polynomes en 

y- 

On va construire w de telle sorte que pour toute section locale holomorphe s : 
U — > X de g, definie sur un voisinage ouvert analytique U de b G B, les proprietes 
suivantes soient satisfaites, si b ^ M', M' un sous-ensemble fini adequat de B 
(dependant dew a priori): 

CI. Si s(b) = 1, oo, oup(fe), et si s(U) est tangente a Ai, Aoo, A p respectivement, 
alors s*(w) est holomorphe en b. 

C2. Si s(b) = 0, et si s(U) a en s(b) un contact d'ordre r > 3 avec A , alors 
s*(iu) est holomorphe et s'annule en b a l'ordre r/3 au moins. 

L'existence d'une telle forme w est une consequence immediate du lemme suivant, 
qui fournit l'existence au voisinage d'une fibre P 1 x {&} de g: 

Lemme 3.13 Soit p : ID — > C une fonction holomorphe, B> etant le disque unite 
dans C. II existe des polynomes non nuls Pk(y),k = 0,1,. ..,6, tels que si w := 
{Y^k^Pk{x,y)dy m ~ k ®dx m )/(y i .(y-l)' i .(y-p(x))' i ), ou les P k (x,y) sont des fonc- 
tions meromorphes sur Z := D x P 1 dependant holomorphiquement de x 6B, et qui 
sont des polynomes en y pour chaque x fixe, et tels que: Pk(0,y) = Pk{y), alors la 
propriete suivante est satisfaite: s*(w) est holomorphe en x = si s : D — > P 1 esi 
holomorphe, dans les trois cas suivants: 

0. s(x) est tangente en x = a la section oo. 

1. s(x) est tangente en x = a la section constante de valeur 1. 
5. s(0) =p e« s'(0) =p'. 

5. s^(0) = ponr ft, = 0, 1,2; dans ce cas s*(w) s'annule en x = 0. ('On a noie 
la derivee h-ieme de h). Plus generalement: si s s'annule en x = a l'ordre 
r > 3, alors s*(w) s'annule en x = d l'ordre (r — l)/2 > r/3 au moins. 

Demonstration: II s'agit essentiellement d'un lemme d'algebre lineaire. La 
condition 0. est satisfaite si w(x, u(x)/x s ) est holomorphe en x = pour s > 2 et 
u holomorphe avec n(0) 7^ . Supposons s = 2. Soit d k le degre du polynome 
Pk(y) (a determiner). La condition est satisfaite pour s = 2 si, pour chaque 
k, on a: x 2 ( 4 + 3 + 3 ) / / rc 2d fc+ 3 ( 6 - fc ) es t holomorphe. Cette condition est satisfaite si 
dk < 1 + 3fc/2. On obtient done la condition si d k < 1,2,4,5,7,8,10 pour 
k — 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 respectivement. L'espace vectoriel complexe engendre par les co- 
efficients des polynomes Pk est done de dimension (1 + 2 + 4 + 5 + 7 + 8 + 10 + 7) = 44. 
On verifie facilement que si ces conditions sont satisfaites pour s = 2, elles le sont 
aussi pour s > 3. 

La condition 1 est satisfaite si w(x, 1 +x s .u(x)) est holomorphe en pour s > 2. 
Ici encore, la consideration du cas s = 2 suffit. II suffit que pour tout k, (Pk{x, 1 + 
x 2 .u(x)).x^~ k ^) /x 6 ) soit holomorphe en 0. Ceci est vrai pourvu que les derivees 
relatives a la variable y satisfassent a: P^ h \l) = si h < k/2. Les derivees (relatives 
a la variable y) de Pk en y = 1 doivent done s'annuler jusqu'a l'ordre inclus, avec 
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a k = 0, 0, 1, 1, 2, 2 si k — 1, 2, 3, 4, 5, 6 respectivement. (II n'y a pas de condition sur 
Po)- 

La condition 2 est entiement similaire a la precedente, mais appliquee au point 
y = p, et aux polynomes Q k (y) definis comme suit: on doit verifier cette fois-ci que 
w(x,p(x) + x 2 .u(x)) est holomorphe en 0. 

Ecrivons: w = (Ejfco Q k (x, y)dz m ~ k ® dx® k )/(y A .(y - lf.(y - p(x)) 3 ), oil dz = 
dy — p\x)dx. Puisque dy = dz + p'(x)dx, on obtient: 

Qk = E™=o( m )Pk-m-p'{x) m . Par l'argument utilise pour la condition 

1, on voit done que la condition 2 est satisfaite si Q k h \p) = pour h < k/2, et pour 
tout k = 1,2,3,4,5,6. 

Le meme argument que pour la condition 1 montre que la condition 3 est satisfaite 
si Pi h) (0) = pour h < 2k/3 := b k . On a done: b k = 0,0,1,2,2,3,4 si k = 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 respectivement. On verifie aussi que si s s'annule en x = a l'ordre 
r > 3, alors s*(w) s'annule en x = a l'ordre (b k — k + 3)(r — 1) + {b k — 3) au moins. 
Cette quantite est au moins egale a (r — l)/2 si r > 3, par verification directe. 

Les polynomes cherches sont les solutions dans la somme directe W des espaces 
vectoriels de polynomes complexes de degres d k au plus pour k — 0, 6 d'equations 
lineaires homogenes. Or W est de dimension 44. Les conditions 1 et 2 necessitent 
chacune la satisfaction de J2k=i( a k + 1) = 12 conditions (lineaires homogenes). La 
condition 3 necessite la satisfaction de J2 k Zo(b k + 1) = 19 conditions. L'espace 
vectoriel des solutions est done de dimension au moins 44 — (12 + 12 + 19) = 1. D'oii 
le lemme. 

La construction d'une pluri-forme meromorphe globale w satisfaisant (entre 
autres) les conditions CI. et C2. ci-dessus est maintenant immediate: On con- 
sidere sur X = P 1 x B le faisceau: 

^■■=®tzlW e - k ^(g%n],r k )/(y\(y-l)\(y Le faisceau 

(sur B) Qc (?*(^ r ) egendre par les germes de sections dont les elements satisfont 
en chaque point b de B aux conditions decrites precedemmment (Pj; h \b, 0) = si 
h <b k pour la condition 3, par exemple; plus les conditions similaires pour Pj: h \b, 1) 
et Q k h \b,p(b))) est un sous-faisceau coherent de g*(F) de rang au moins 1 par le 
lemme 13.131 precedent. Done Q admet des sections meromorphes globales w non 
nulles. Une telle section fournit une forme w satisfaisant les conditions voulues. 
Observons que, par cette construction, w possede aussi la propriete additionnelle 
C3. suivante (en considerant l'ordre maximum T des poles d'une telle section w de 

C3. Si s : B — > X est une section de g, alors s*(w) a, en b, point arbitraire de B, 
un pole d'ordre au plus T + 4 (on se ramene en multipliant w par (x — x{b)) T , si x 
est une coordonnee locale sur B, au cas oil les coefficients des P k sont holomorphes 
en 6; alors e'est evident si s(b) ^ oo; sinon s(b) = oo, et ceci resulte du calcul 
fait ci-dessus pour la verification de la condition 0, en prenant s — 1). De plus 
(par le meme argument), si s s'annule en b a l'ordre r > 3, alors la valuation 
(ordre d'annulation, eventuellement negatif) de s*(w) en b est au moins egale a 
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(-T + (r - I)/ 2) > (-T + r/3). 

Montrons maintenant comment l'existence d'une forme w satisfaisant les condi- 
tions ci-dessus entraine le lemme IB. 1 II dans le cas (b). 

Soit s : B — > X une section de g telle que pour tout b ^ M, si s(b) G Aj, alors 
s(-B) est tangente a Aj a l'ordre rrij au moins, avec m = 3, et = 2 si j = l,p, oo. 

Done s*(iu) est holomorphe sur B — M, et a des poles d'ordre au plus T + 4 en 
chaque point de M + , si M + est la reunion de M et de l'ensemble (fini) des b G B ou 
l'un des coefficients de l'un des Pk a un pole. De plus, s*(w) s'annule a l'ordre au 
moins (r — 1)/2 > r/3 en chacun des b E B en lesquels s(b) s'annule a l'ordre r > 3. 

Le degre de s*(w) est egal d'une part a 12.(^(5) — 1), d'autre part a Z — P, si Z 
est le nombre de ses zeros, et P celui de ses poles, multiplicites comprises. On note 
M + la reunion (finie) de M et de l'ensemble des poles de w, son cardinal est note 
m + . 

Or Z > J2beQ'( r (b)/3) + J2beQ"(~~T + (r(6)/3)), par la propriete C3. ci-dessus, 
si Q' (resp. Q") designe l'ensemble fini des b G B tels que s{b) = et b ^ M + (resp. 
tels que s(b) = et b G M+). Done Z >d/3- m+.T. 

Par ailleurs, P < m + .(T + 4), par la condition C3. 

On en deduit que 12(g(B) — 1) > d/3 — m + .{T + 4) — m + .T, e'est-a-dire: 
d < 3Q(g(B) - 1) + 3m + .(2T + 4), et done le lemme EZU dans le cas (b). 

Nous traitons maintenant le cas (c) de la meme fagon. Cette fois-ci, on cherche 
une forme w = (Y^lZoPk(x,y)dy m ~ k <g> dx® k ) / (y 2 .(y - l) 2 .(y - p(x)) 2 .(y - q(x)) 2 ), 
les diviseurs orbifoldes A p et A q etant les graphes d'applications p, q : B — > P 1 . 

Les arguments sont tous exactement les memes que dans le cas precedent (et 
nous ne les repeterons done pas), lorsque le lemme suivant est etabli: 

Lemme 3.14 Soit p, q : D — ► C des fonctions holomorphes. 

II existe des polyndmes non nuls Pk(y),k = 0,1,..., 4, tels que si w := 
(EiztPk(x,y)dy^- k mx^ k )/(y 2 .(y-l) 2 .(y-p(x)) 2 .(y~q(x)) 2 ), ou lesP k (x,y) sont 
des fonctions meromorphes sur Z := DxP 1 dependant holomorphiquement de x G D 7 
et qui sont des polyndmes en y pour chaque x fixe, et tels que: P&(0, y) = Pk(y), alors 
la propriete suivante est satisfaite: s*(w) est holomorphe en x = si s : D — > P 1 est 
holomorphe, dans les quatre cas suivants: 

0. s(x) est tangente en x = a la section oo. 

1. s(x) est tangente en x = a la section constante de valeur 1. 

2. s(0) =p et s'(0) =p'. 

3. s(0) = q et s'(0) = q' 

3. s(0) = s'(0) = 0; dans ce cas s*(w) s'annule en x = 0. PZus precisement: si 
s s'annule en x = a l'ordre r > 2, alors s*(w) s'annule en x = a l'ordre r/2 au 
moins. 

Demonstration: Elle est identique a celle de 13.131 dans son principe, en plus 
simple. 
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La condition se traduit par les conditions similaires: dk < 2 + 3k/ 2. Done 
dk < 2, 3, 5, 6, 8 pour k = 0,1, 2, 3, 4. La condition 1 se traduit par l'annulation des 
(1) pour ft, < Ofe, avec = [(&— 1)/2]. Done: a fc = —1, 0, 0, 1, 1 si k — 0, 1, 2, 3, 4. 

Les conditions 2,3 se traduisent par l'annulation des Q k h \p) et des R k h \q) si 
h < a k , oil Qk et R k sont les polynomes respect ivement dermis par: 

w = (ES Qk(x, y)dz^~ k ® dx® k )/(y 2 .(y - l) 2 .(y - p(x)) 2 .(y - q(x)) 2 ) et: 

w = (E^=o S/K® 4 "* ® dx® k )/(y 2 .(y - l) 2 .(y - p(x)) 2 .(y - q(x)) 2 ), avec: 

dz := oh/ — p'(x)dx et d( = dy — q'(x)dx. 

Enfin, la condition 4 se traduit par l'annulation de P k h \o) pour les h < bk : = 
[fc/2]. On a done: 6^ = 0, 0, 1, 1, 2 si k = 0, 1, 2, 3, 4 respectivement. 

On voit done que cette fois-ci, l'espace vectoriel W est de dimension: 2 + 3 + 
5 + 6 + 8 + 5 = 29, tandis que le nombre de conditions (lineaires homogenes) est de 
3.J2 k (a k + l) + Ek(h + l) = 3.(0 + 1 + 1 + 2 + 2) + (1 + 1 + 2 + 2 + 3) = 18 + 9 = 27. 
L'espace vectoriel des solutions est done de dimension au moins 2. 

Ceci acheve la demonstration du lemme 13.111 

On aborde maintenant la seconde etape de la demonstration du theoreme 13.81 
On peut identifier les elements s : B — > X de (X/A)(/c B ,M) a leurs images 
(reduites), et done a des points de Chow(X), la variete de Chow de X. Dans cette 
identification, (X/A)(k B , M) est une sous- variete algebrique fermee de Chow(X), 
puisque les conditions qui la definissent sont algebriques (les ordres de contact aux 
points d'intersection non au-dessus de M sont au moins egaux aux rrij). Le degre 
des s etant borne, la finitude sera done etablie si Ton montre que les points de 
(X/ A)(ks, M), dans cette identification, sont isoles. 

II nous suffit, par les arguments usuels du debut de la demonstration de 13.81 de 
demontrer cette propriete dans les cas oil X = ¥ 1 xB, et ou A = Ej=f {l-l/m^.Aj, 
dans les trois cas suivants, oil les Aj sont, pour j = 1, 2, 3, les graphes d'applications 
constantes de B dans P 1 , de valeurs 0, 1, oo respectivement: 

a. N = 3, 

b. N = 4 et A B de type (2, 2, 2, 3), 

c. N = 5 et A B de type (2, 2, 2, 2, 2). 

Lemme 3.15 Dans les trois situations precedentes, les points de (X/A)(k B , M) nc 
sont isoles dans Chow(X) si n(X B / A B ) = 1 (cette condition est satisfaite dans les 
cas (b) et (c), elle Vest dans le cas (a) si et seulement si (1/mi + l/m 2 + l/m 3 ) < 1). 

Demonstration: Elle est basee de maniere essentielle sur le lemme elementaire 
suivant: 

Lemme 3.16 Soit u = u(t,z) : D x D — > C, p = p(z) : D — > C des fonctions 
holomorphes, etm > un entier. On suppose qu 'il existe des fonctions holomorphes 
g = g(t) : ID — > © et h = h(t,z) : D x © — > C telles que: g(0) = 0, h(0,0) ^ 0, et 
u(t,z) = p(z) + h(t,z).(z — g(t)) m . Soit U un voisinage de dans D. Pour tout t 
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assez proche de 0, ['equation: u(t,z) = u(0, z) a, dans U au moins (m — 1) solutions 
distinctes si la fonction g n'est pas constante (egale a zero, done), et a au moins m 
solutions (comptees avec multiplicites) si g(t) = 0). 

Remarque 3.17 L'interpretation geometrique est la suivante: le graphe Gt de 
l'application Ut(z) := u(t,z) a un contact d'ordre au moins m avec celui de p(z) 
au point x(t) := (g(t),p(g(t))). La conclusion est que G t et Go ont un nombre 
d'intersection local (au-dessus de U) au moins egal a (m — 1) si le point de contact 
x(t) est mobile, et au moins m s'il est fixe. 

Demonstration: On peut supposer que h(t, z) ^ partout, quitte a restreindre 
les domaines de definition. 

Si g(t) = 0, l'equation a resoudre est: h(t,z).z m = h(0,z).z m . Le resultat est 
done evident. 

Si g(t) n'est pas la fonction nulle, l'equation est: h(t, z).(z — g{t)) m = h(0, z).z m . 
Soit H(t, z) la racine m-ieme holomorphe de la fonction h(0, z)/h(t, z) qui tend vers 
1 quand (t,z) tend vers (0,0), et ( une racine m-ieme arbitraire de 1. L'equation 
precedente est satisfaite si et seulement s'il existe ( telle que z — g(t) = (.H(t, z).z, 
e'est-a-dire si z(l — (.H(t,z)) = g(t). L'equation a done bien (m — 1) solutions 
distinctes qui convergent vers quand t tend vers 0. 

On va maintenant, pour demontrer IH.15| proceder par l'absurde, supposant 
l'existence dans (X/A)(fcs, M) d'une composante irreductible T de dimension 
strictement positive, ou encore d'une famille algebrique St ■ B — > X de sections 
dont les graphes St sont tangents a l'ordre m > rrij a Aj en chacun des points 
d'intersection non situes au-dessus de M. On choisit un point G T generique, 
de telle sorte que l'ordre des points de contact de So avec chacun des Aj au-dessus 
de chacun des points b G B (y compris ceux de M) soit generique, e'est-a-dire 
minimum, et reste done le meme pour tous les t G T voisins de G T. 

Le lemme 13.161 peut etre applique au voisinage de chacun des points b G B tels 
que s(b) = Pj(b) pour l'un des j = 1, N, en prenant u t = s t et p := pj. II montre 
que le nombre d'intersection local de S t et de 5*0 pres de x(0) = (b,pj(b)) est au 
moins egal a (m — 1) (resp. m) si x(t) ^ x(0) (resp. si x{t) = x(0)) au voisinage de 
G T. 

Soit Q l'ensemble des points de B tels que s(b) = Pj{b) pour un j = 1, N au 
moins. Soit Q" (resp. Q') l'ensemble des points de Q qui sont (resp. qui ne sont 
pas) dans M (rappelons que M est l'ensemble des places exclues des conditions de 
tangence) . 

Pour tout b G Q, on note tj(b) > l'ordre de contact de S avec au-dessus de 
b. On notera qu'il y a un unique j tel que tj{b) > si b G Q', mais qu'il peut y avoir 
plusieurs tels j si b G Q" (a moins que N = 3, auquel cas les Aj ne s'intersectent pas 
non-trivialement). On notera aussi t{b) le plus grand des tj(b), pour j = 1, N. 

On deduit du lemme precedent 13.161 comptant les nombres d'intersection 
globaux: 
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S .S = S t .S > [Z beQ ,(t(b) - 1)] + [E&eQ" *(&)]• 

Par ailleurs, le nombre d'auto-intersection So. So = + dF) 2 = 2d, si F (resp. 
B') est la classe de cohomologie d'une fibre de g : X — ► B (resp. de l'image d'une 
section constante de g). 

On en deduit que: 

(*) 2d>[E 6eQ '(^)-l)] + [E 66Q "i(6)]- 

On va deduire une contradiction de cette inegalite, dans chacun des trois cas 
a,b,c ci-dessus. 

Dans le cas (a), 1' argument est, a nouveau, tres simple: 

On a: [E& eQ '(*(&) " 1)] + E&eQ" *(&)] = 3.d - |Q'|, puisque E& eQ *(&) = 3d. Or 
|Q'| < (l/m + 1/mx + l/moo).d. Done: l'inegalite (*) fournit: 

2d > 3d — (l/m + 1/mi + l/ra^.d. Contradiction, puisque d > et que 
k(Xb/Ab) = 1, par hypothese, de sorte que (l/m + + l/ra^) < 1. 

Pour demontrer les cas b et c ci-dessus, nous aurons besoin d'un autre lemme. 

Lemme 3.18 Dans /es cas 6 ; c ci-dessus, et avec les notations precedentes, on a: 

J2beQ" t ( b ) > [EbGQ- Ej=f(l - l/m,j-).*j(6)] - Ej=f *7-(l - l/rnj), ou 5j est le 
degre de V application pj : B — > P 1 . 

Avant de demontrer ce lemme, montrons qu'il entraine IH.15| et acheve done la 
demonstration du theoreme 13.81 

On a, par l'inegalite (*): 2d > [EbeQ>(tQ>) ~ X )] + E&eQ" *(&)] > 

[E 6eQ Ej=f(l - + [E^E^=f (lM).*^)] - |Q'| - E^fMl - 

l/mj-). 

MaisjE feeQ Ej=f (1 - l/m,).fi(&)] = Ejlf (1 - l/m,).(5bA) = 
Ej=i (1 — l/mj).(d+ 5j), par le calcul cohomologique: 
(SoA-) = (5' + d.F)(5' + = d + 5j. 

Done 2d > [Ej=f(l - l/m J ).(d + d,)] + [EbeQ'C 1 / 7 ^)-^ 6 )] " IQ'I " Ej=f ^-(1 - 
l/nij). 

On a la majoration evidente: \Q'\ < [EbeQ' YjjZi 0-/ m j)-tj(b)], puisque, si b G Q', 
alors tj(6) = pour tous les j, sauf un seul, pour lequel on a: tj(b) > rrij. 

On en deduit done que: 2d> [Ej=i (l-l/m,)].d, et une contradiction, puisque 
d > et que [Ej^i^l — l/ m j)] > 2, ce qui est l'hypothese n(X B /A B ) = 1. 

Demonstration (du lemme I3.18|) : La demonstration est locale en chaque 
point b e Q" . Supposons que N = 4. Alors on a, au plus, deux j tels que tj(b) > 0, 
et Fun deux est j = 4 (correspondant a la section non constante p, puisque les autres 
ne s'intersectent pas). 
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S'il y a un seul (ou aucun) j tel que tj(b) > 0, on a: t(b) > JjjZitj(b). 

Soit k ^ 4 le second j tel que tj(b) > 0, s'il y a deux des indices j tels que 
tj(b) > 0. Rappelons que l'orbifolde est de type (2,2,2,3), et que les sections Pj 
d'indices j = 2,3,4 ont des multiplicites rrij egales a 2, tandis que la section p x 
(constante de valeur 0) a une multiplicite m\ := 3. 

On a alors: t(b) > [E*=}(! - l/mj).tj{b)\ si k ^ 1, et t(b) > [£^(1 - 
l/rrij).tj{b) — (1/2). r(6)], ou r(6) est l'ordre de contact en (0,6) de A x et de A 4 
si k — 1. 

En effet: si ^ 1, alors (1 — l/rrij) = 1/2 pour j = fc, 4, et l'inegalite t(b) > 
X)j-=i(l — ^/ m j)-tj{b) resulte de ce que t(6) = max{tj(b), j — 1, . . . ,4}, et de ce que 
*,•(&) = si j ^ M- 

Si fc = 1, l'inegalite t(b) > [Ey=i(l - V m j)-*i( & ) - (1/2). r(6)], resulte de ce que 
= si j ^ 1,4, et sereduit done a: t(b) > [(l/2)t 4 (6) + (2/3)*i(6) - (l/2).r(&)]. 
Mais r(6) > inf{ti(b), t^b)} (puisque l'ordre de contact est une valuation). Si a, b 
sont deux nombres reels positifs de maximum m et de minimum s, on a toujours: 
m + (1/2). s > a/2 + 26/3, et done la conclusion. 

On obtient alors le lemme lorsque N = 4 en faisant la somme des inegalites 
obtenues sur tous les b e Q" , et en remarquant que les contributions SbeQ" (1/2) •t(6) 
sont majorees par la moitie du nombre d'intersection de Ai et de A 4 , qui est egal a 
64, et que 5j = si j 7^ 4. 

La demonstration lorsque iV = 5 est similaire. 

Les multiplicites rrij attachees aux 5 composantes Aj sont toutes egales a 2. 

Si done b G Q" est tel que au plus deux des indices j sont tels que tj(b) > 0, 
on a l'inegalite: t{b) > [X)j-=j(1 _ 1/m^) .t^ (6)] , puisque (1 — I /rrij) = 1/2 et que 
t(b) > tj(b) pour tout j. 

II existe au plus trois des indices j en lesquels tj(b) > 0, puisque 4 des Aj ne 
s'intersectent pas. Et s'il y a trois tels indices, deux de ces indices sont j = 4 et 
j = 5, puisque les autres Aj ne s'intersectent pas. Soit k le troisieme indice. 

On va montrer que dans ce cas: t(b) > (1/2) + 1 4 (6) + t 5 (b)) — (1/2). r(6), 
oil r(6) est l'ordre de contact en puib) de A 4 et de A 5 . Ceci resulte immediatement 
de ce que t(b) > tj(b),Vj, et de ce que rib) > inf{t±(b),ts(b)} (l'ordre de contact 
defmissant une valuation). 

Sommant les inegalites obtenues sur les b G Q" , on en deduit que: 

E beQ " t(b) > [EfcGQ" Ej=i(l - l/2).^(6)] - [(1/2). E fceQ " r(6)] > [EfceQ" Ej=i(l - 
l/2).tj(6)] — (1/2). (^4 + 5 5 ), puisque (5 4 + 5 5 ) est le nombre d'intersection (A 4 .A 5 ), 
egal a la somme des r(6) pour b £ B. Ceci acheve la demonstration du lemme, et 
done celle du theoreme 13.81 

Remarque 3.19 Lorsque Xb est une courbe elliptique sur ks munie d'un point 
fcs-rationnel (ie: une section p : B — >• X de la fibration elliptique g : X — > B), 
le resultat precedent implique done la fmitude de l'ensemble des sections s : B — > 
X dont l'image est tangente a p(B) en chacun de leurs points d'intersection (a 
l'exclusion eventuelle des points au-dessus de M, fixe). II serait interessant d'avoir 
un demonstration geometrique directe de ce fait, basee sur la finitude du rang (sur 
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Z) du groupe de Mordell-Weil de Xb- Une telle demonstration pourrait peut-etre 
s'adapter au cas arithmetique. Lorsque le rang du groupe de Mordell-Weil de Xb 
est 1, il est tres facile de demontrer le resultat, car s(B) rencontre p(B) en un point 
x = s(b) = p(b) non au-dessus de M, ces deux courbes sont tangentes au point 
d'intersection x. Mais s(B) doit recouper transversalement, arbitrairement pres de 
x, les multisections (etales au-dessus d'un voisinage U de b dans B) de iV-torsion 
lorsque N est grand. Ce qui montre justement que Ns(B) n'est pas tangente a 
p(B) en leurs points d'intersection proches de x. Si s(B) ne rencontre p(B) qu'en 
des points situes au-dessus de M, N.s(B) rencontrera transversalement p(B) en des 
points non-situes au-dessus de M, pour N grand, par l'argument precedent. Done 
l'ensemble des sections considerees est bien fini. 

3.6 Finitude pour les surfaces de type general ayant une 
fibration de type general sur une courbe 

Theoreme 3.20 Soient g : X ^ B, h : C —> B et f : X ^ C des fibrations telles 
que g — ho f, dans lesquelles X, C, B sont projectives complexes lisses et connexes 
de dimensions respectives 3,2, 1. On suppose que: 

1. La fibre generique X b de g est une surface de type general. 

2. g n'est pas birationnellement isotriviale (ie: X b n'est pas birationnelle a Xy 
sib ^b' sont generiques dans B). 

3. Pour b G B generique, le restriction /& : Xj, — > Cj, de f au-dessus de b est une 
fibration de type general. 

Alors il existe un sous-ensemble algebrique strict D C X tel que l'ensemble des 
sections s : B — > X de g dont I'image n'est pas contenue dans D soit fini. 

Demonstration: Dans le langage de I3.1[ on a done une surface de type general 
Xb sur fee, et une fibration de type general /# : Xb — >• Cb definie sur ks- L'assertion 
est l'existence d'un sous-ensemble algebrique strict Db C Xb tel que l'ensemble 
X(ks) des points fc^-rationels de Xb qui ne sont pas contenus dans Db est fini. 

Or, d'apres la proposition EH f{X{k B )) C (C/A(f))(k B ,M)), siMcB est 
assez grand fini. D'apres le theoreme 13.81 (C/A(/))(fcs, M)) nc est fini. Le theoreme 
EHI] est done etabli si (C/A(/)) n'est pas un produit (T x B)/(A x B), ou T est 
une courbe projective connexe, et A un diviseur orbifolde (constant) sur T. 

On suppose done desormais que C = T x B, et on note n : C — > T la projection 
sur le premier facteur (la seconde projection etant h). On notera X t C X la fibre 
de ii o / : X — > T au-dessus de t G T. La restriction de g a X t definit done une 
fibration g t : X t — > B dont les fibres sont celles de / au-dessus de Ct := {t} x B, et 
sont done de genre g > 2, puique par hypothese X b est de type general. 

On identifie maintenant X(ks) au sous-ensemble de Chow(X) parametrant les 
courbes reduites et irreductibles Z de X telles que X b .Z = 1. Done X(ks) est 
un ouvert de Zariski de Chow(X), reunion d'un ensemble fini ou denombrable de 
composantes irreductibles V n . 
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Nous noterons X n C X le lieu de \4, adherence de Zariski de la reunion X* 
des s(B), pour s G V^; de sorte que X n est un sous-ensemble algebrique ferme 
irreductible de X, dont X* contient un ouvert de Zariski dense. 

Pour chacune des V n , deux cas se produisent, simultanement pour tous les s de 
V n : ou bien nofos : B — > T n'est pas constante (ie: f(s(B) G (C/A(/))(/c B , M) nc ), 
ou bien 7r o / o s : 5 — > T est constante. 

Dans le second cas, irofos(B) est l'une des (C/A(/))(/cb, M), qui sont en nombre 
fini. Tous les X n , pour tous les n possedant cette propriete sont done contenus dans 
un diviseur D nc de X. 

On considere done desormais uniquement les n pour lesquels le premier cas se 
produit, et on note X(/cb) c l'ensemble des s G X(k B ) telles que n o f o s : B — > T 
est constante. 

Nous allons maintenant appliquer la version effective de la conjecture de Mordell 
sur les corps de fonctions etablie dans [E-V90] (la premiere version effective est 
[P68]). Elle affirme que si u : S — > B est une fibration non isotriviale d'une surface 
projective lisse relative-merit minimale S sur une courbe B de genre q, et si la fibre 
generique de u est une courbe de genre g > 2, alors toute section s : B — > 5 de u 
satisfait: s{B).K s/B < A.(g - I) 2 .(q - I + 0"), ou s est le nombre de fibres singulieres 
de u, et Ks/b '■= K$ — u*(Kb) est le fibre canonique relatif. 

Lorsque la fibration u est isotriviale, on a une borne elementaire sur s(B).Ks/b < 
2{q — 1), pour toute section s de u. En effet, u est alors une submersion de fibre F. 
Si s n'est pas isolee dans S(ks), on a: s(B).Ks/b < 0, par la formule d'adjonction. 
Si s est isolee, et si S = F x B est un produit au-dessus de B, K s /b est l'image 
reciproque de K F , la borne ci-dessus est evidente. On se ramene a ce cas en faisant 
le changement de base etale v : B' — > B, ou B' :— Aut B (F x B, S), le groupe relatif 
des automorphismes de 5 au-dessus de -B, dont la fibre au-dessus de b G B est 
l'ensemble des isomorphismes de F avec S^. Cette fibre est finie, de cardinal au plus 
8%(F) - 1), puisque g{F) > 2. 

Soit T* C T l'ensemble (Zariski ouvert non vide) des t G T pour lesquels X t 
est lisse. Remarquons que si <r t est le nombre de fibres singulieres de g t : X t — > B, 
la fonction a t est bornee sur T*, puisqu'elle est egal au nombre d'intersection de 
{t} x B avec la courbe ScC constitute des points au-dessus desquels la fibre de / 
n'est pas lisse. On notera a ce nombre. 

La fin de la demonstration utilise malheureusement des resultats dont la pro- 
fondeur est sans commune mesure avec le reste du texte. 

Nous allons maintenant supposer, quitte a faire un changement de base B' — > B 
fini, que q := g(B) > 2. Appliquant la theorie des modeles minimaux au-dessus de 
T ([K-M92]), nous pouvons supposer (sans changer X(k B )) que X est Q-factorielle 
a singularites terminales et a fibre canonique relatif K x /t nef et vaste A . II existe 
done un entier m > tel que L := K x + mg*(K B ) +m.(iro f)*(H) soit nef et vaste 
sur X, si H est ample sur T. 

traduction de "big" 
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II existe done [Kaw84] un morphisme birationnel ip : X — > Y et un fibre ample 
V sur Y tels que L := K x + m.(g*K B ) + (tt o f)*(H) = ^*(L'). Or, L.Z < 

4. (g — 1) 2 .(<7 — 1 + cr) + 2mg, pour tout s G X(A;#) C (remarquer que JT t reste lisse 
pour t G T generique, puisque X est a singularites terminales, done isolees). 

On en deduit que la famille ip*(X(kB)) est bornee. Pour conclure, il suffit done 
de montrer qu'aucun des X n n'est egal a X entier. 

Supposant, par l'absurde que e'est le cas, on obtient une surface projective 
irreductible S C Chow(X) dont l'intersection avec X{k,B) c est Zariski dense dans 

5, et dont le lieu est X. II existe done une application rationnelle dominante 
<f : S x B — > X d'evaluation des sections, au-dessus de B. Ceci implique, par 
[Mae83], que g est birationnellement isotriviale, contrairement a notre hypothese. 



4 Version Arithmetique 

On considere dans cette section une fibration / : X — > C dans laquelle X (resp. C) 
est une surface (resp. une courbe) projective complexe lisse et connexe. On note 
encore F une fibre lisse de /. On suppose que X, C, f sont definies sur un corps de 
nombres k. 

On a vu que si X et C sont de type general, alors X{k') D U est un ensemble fini, 
si U est l'ouvert de Zariski de X reunion des fibres lisses de /. On voudrait etendre 
cet enonce au cas oil X est de type general, et oil / est une fibration de type general 
(ie: k(C/A(/)) = 1), avec <7(C) <1. 

Nous allons montrer que cet enonce se ramene a une version orbifolde de la 
conjecture de Mordell. Cette reduction est exactement analogue a celle utilisee dans 
le cas des corps de fonctions. 

4.1 Points rationnels orbifolde 

Soit Ok l'anneau des entiers de k, et (C/A) une orbifolde supportee par C et definie 
sur k, ce qui signifie que C et les points de C formant le support du diviseur A 
sont definis sur k 5 . On suppose choisi un modele de (C/A) defini sur l'anneau Ok,M 
des M-entiers de k, si M C B est un sous-ensemble fini contenant l'ensemble des 
points de mauvaise reduction de C/A, notant B l'ensemble des valuations de k. 
Pour chaque valuation finie v e B, on note p v l'ideal premier de cette valuation. 

Soit A := X^-lf^l — l/rrij).pj, oil les pj G C sont dans C(k). 

Pour tout x G C(k), pour toute v G B finie, et pour tout j, on definit un nombre 
d'intersection arithmetique (x.pj) v de x et pj en v par: (x.pj) v := max{m > 0}, oil 
m decrit l'ensemble des entiers tels que x et pj aient meme image dans la reduction 
de C modulo (Voir [D97]). 

5 Une definition plus precise, suggeree par P. Eyssidieux, est la suivante: C est definie sur k, et 
pour tout n entier le diviseur de Cartier ^ m =n pjest defini sur k (ie l'ensemble de pj pour rrij = n 
est invariant par le groupe de Galois de k) 
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Definition 4.1 Soit (C / A)(k, M) V ensemble des x G C(k) tels que pour tout j = 
1, N, et tout v G B, finie, v ^ M, on ait: (x.pj) v > rrij si (x.pj) v ^ 0. 

Remarque 4.2 Soit g : (C/A) — > (C'A') un morphisme d'orbifoldes defini sur /c. 
Si Ton a des modeles de g, (C/A), et (C'A') definis sur Ok,M, il est immediat de 
verifier que g((C/A)(k, M)) C (C'/A')(k,M) pour M assez grand. 

L'origine de cette definition est la: 

Proposition 4.3 Soit f : X — > C ime fibration, definie sur k, d'une surface X sur 
une courbe C , toutes deux projectives et lisses. Soit (C/A(/)) la base orbifolde de 
f, supposee definie sur k. Si Von a des modeles de f,S,C,A(f) definis sur O^^m, 
M assez grand, alors f(X(k)) C (C/A(f))(k,M). 

Demonstration: Dans des modeles adequats, / : X —>■ C est definie par des 
polynomes homogenes a coefficients dans O^m- Soit s G S(k), v G B, v M. 
Supposons que les coordonnees de f(s) et de pj sont egales modulo p v . Par hypothese 
f*(Pj) = J2k m k-Fk, oil rrik > rrij,Wk. On peut done choisir une carte affine de C 
et une coordonnee z centree en pj telles que z o / = (Jl k G k nh ) / G , dans un ouvert 
affine de X contenant s, les etant des polynomes a coefficients dans O k ,M, et Co 
un polynome tel que G (pj) ne soit pas divisible par p v . Modulo p v , Fun au moins 
des polynomes Gk s'annule en s. D'oii l'assertion. 

Remarque 4.4 Dans [D97], qui considere (implicitement) les multiplicites clas- 
siques, la notion de point entier de (C/A(/)) est differente. C'est, en conformite avec 
le probleme traite, dans la situation de 14.11 vtij divise (x.pj) v , et non: (x.pj) v > rrij. 

4.2 Conjecture de Mordell Orbifolde 

C'est la suivante: 

Conjecture 4.5 Soit (C/A) I'une des 5 orbifoldes suivantes, definie sur un corps 
de nombres k. Alors (C/A)(k,M) est un ensemble fini, pour tout M. 

1. P7(2,3,7) 

2. P7(2,4,5) 

3. P7(3,3,4) 
I P7(2,2,2,3) 

5. P 1 / '(2,2,2,2,2) 

Remarque 4.6 On peut deduire de cette conjecture et de [F83] que pour toute 
orbifolde de courbe (C/A) definie sur un corps de nombres k, (C/A) (A;, M) est fini, 
pour tout M si k(C/A) = 1. Ceci resulte immediatemment de [F83] et de 14.21 si 
g{C) > 2. Si g = 0, c'est une consequence de 14. 5[ et de ll .41 Si g{C) = 1, ceci resulte 
del431 deOl et deOl 

Donnons une consequence immediate de la conjecture precedente: 
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Corollaire 4.7 Soit f : S — > C tme fibration de type general, definie sur un corps 
de nombres k, dans laquelle S et C sont projectives complexes lisses et connexes, S 
une surface de type general, et C une courbe. Si Von admet la conjecture ^. 5[ alors 
S{k) fl U est fini, si U est la reunion des fibres lisses de S. 

En particulier, il existe, si \4 ■ 5\ est vraie, des surfaces projectives complexes lisses 
et simplement connexes definies sur des corps de nombres et non potentiellement 
denses. 

Demonstration: f(S(k)) C (C/A(f))(k, M) si M est assez grand, d'apres fOl 
Comme n(C/A(f)) = 1, par hypothese, (C / A(f))(k, M) est fini, par la conjecture 
14.51 Par [F83], la restriction de / a S(k) fl U est finie. Done S(k) fl U est finie. D'oii 
la premiere assertion. 

La seconde assertion est obtenue en appliquant la premiere aux surfaces constru- 
ites dans |SJ (On pourrait d'ailleurs en deduire aussi des exemples potentiellement 
denses simplement connexes lisses en toutes dimension (en prenant des produits, par 
exemple, puis des sections hyperplanes)). 

Remarque 4.8 La conjecture 14.51 est, du moins lorsque N = 3, une consequence 
immediate de la conjecture abc (voir [E97], par exemple). Cette observation m'a 
ete communiquee par J.L. Colliot-Thelene (et P. Colmez). Verifions ceci dans le cas 
particulier oil k = Q, iV = 3 et M = 0. 

On peut supposer que A = (1 — l/u).0 + (1 — l/v).l + (1 — l/iy).oo, oil u, v, w 
sont des entiers au moins egaux a 2 et tels que e := 1 — (1/u + 1/v + 1/w) > 0. 
Les points de (P 1 /A)((Q)) sont alors les points x := a/c G P 1 tels que a, c G Z sont 
premiers entre eux et tels que: rad(a) u divise a, rad(c) w divise c et rad{b) v divise b, 
si b := c — a. On a note rad(a) le produit des nombres premiers qui divisent a. 

La condition rad(a) u divise a signifie done que chacun de ces nombres premiers 
apparait dans la decomposition de a en produit de facteurs premiers avec un ex- 
posant au moins egal a u. C'est le cas si, par exemple, a est au signe pres une 
puissance w-ieme d'entier, cas traite dans [D97]. 

La conjecture abc affirme que rad(abc) = rad(a).rad(b).rad(c) > Ct-M l , pour 
tout < t < 1, avec une constante C t > 0, si M := max{|a|, |c|}, pour 
tous a,b,c tels que a + b = c . On a done, si x = a/c est comme ci-dessus: 
M (i/ u +i/v+i/ w ) > | a |i/« | 6 |i/*_| c |i/«, > ra( i[abc) > C t .M\ pour tout t < 1. Done 

1 > c t .M t ~( 1 / u+1 / v+1 / w K Choisissant 1 > t > 1/u + 1/v + 1/w, on obtient done IP 
dans ce cas. 



5 Une fibration de type general sur une surface 
simplement connexe 
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On construit une surface projective lisse et connexe X de type general simplement 
connexe admettant une fibration de type general sur la droite projective complexe. 
Ceci montre que, contrairement des multiplicites classiques, il n'y a pas 

d'obstruction topologique (au niveau du groupe fondamental du moins) a l'existence 
de fibrations de type general au sens non classique. 

La dimculte est de construire des fibrations de base Pi ayant une fibre multiple 
simplement connexe au sens non classique. Bien que l'existence de telles fibres quasi- 
ment arbitraires soit etablie dans [W74] 6 , l'approche suivie dans [W74] (geometrie 
formelle et theoreme d'algebrisation de Grothendieck) ne permet pas de controler la 
base . 

Nous donnons ici une construction explicite mais tres speciale de telles fibres. 
II serait interessant d'avoir des methodes de construction plus generates que celle 
proposee ici de telles surfaces simplement connexes ayant une fibration de type 
general sur P 1; ou meme seulement une demonstration constructive des resultats de 
[W74] 7 . 

Theoreme 5.1 II existe des fibrations de type general f : X — > Pi, avec X une 
surface projective lisse simplement connexe de type general. On peut choisir X et f 
definies sur un corps de nombres k. 

Remarque 5.2 Les surfaces construites ci-dessous sont minimales, ont un fibre 
canonique ample et pour nombres de Chern: c\ = m[(m — 1).96 — 17] et c 2 = 
m[{m — 1).48 + 29], ou m > 5 est un entier. Done 1, 66.. < (ci/c 2 ) < 2 (une region 
banale de la "geographie" des surfaces de type general). 

La construction des surfaces du theoreme precedent est basee sur la: 

Proposition 5.3 Soit D,L,T C P 2 trois droites projectives distinctes et concour- 
antes en un point aGP 2 . II existe alors une sextique S C P 2 telle que: 

1. S est irreductible et ne passe pas par a. 

2. S rencontre D en 3 points distincts en lesquels elle est lisse et tangente a D. 

3. S rencontre L en 3 points distincts qui sont des points doubles de S . 
4- S rencontre T en 2 points distincts qui sont des points triples de S. 

Si les droites D,L,T sont definies sur Q, les 8 points prededents peuvent etre 
choisis sur Q, et S peut etre definie sur un corps de nombres. 

Demonstration: On suppose P 2 rapporte aux coordonnees homogenes (U : V : 
W) dans lesquelles les equations de L (resp. T; resp. D) sont: (U = 0) (resp. 
(V = 0); resp. (U-2V = 0)). On note C la cubique C := (D + L + T) d'equation: 
U.V.(U-2V) = 0. 

6 Reference [W74] communiquce par E. Amerik 

7 Une construction tres simple de fibre multiple par revetement ramifie m'a ete indiquee par 
X. Gang. Cette construction fournit une fibre double avec trois composantes, deux triples et une 
double. Mais les fibres obtenues ne sont pas simplement connexes. 
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On a done (par annulation de iJ 1 ((9 P2 (3))) une suite exacte naturelle d'espaces 
vectoriels complexes: 

- H°(O r2 (3)) - H°(O r2 (Q)) - H°(O c (6)) - 0. 

L'espace vectoriel H°(O c (Q)) s'identifie (par restriction a T, L, D respectivement 
sur l'ouvert affine W ^ rapporte aux coordonnees (u := U/W,v := V/W)) aux 
triplets de polynomes (g(u); h(v); k(v)) de degres au plus 6 tels que: (g(0) = h(0) = 
fc(0)),et: (fc'(0) = 2.^(0) + fc'(0)). 

On peut done trouver des polynomes (g, h, k) de degres respectifs (2, 3, 3) tels 
que les polynomes (g; h; k) := (g 3 ; h 2 ; k 2 ) satisfont les conditions precedentes, et tels 
que, de plus: g(0) = h(0) = k(0) = 1, les zeros de chacun des trois polynomes 
g 3 ]h 2 ; k 2 etant deux-a-deux distincts. 

Soit alors Si(u, v) un polynome de degre 6 tel que ses restrictions kT,L,D soient 
respectivement g 3 ;h 2 ;k 2 . Ceci exprime que la sextique Si (definie par l'equation 
Si = 0) coupe T (resp. L; resp. D) en 2 (resp. 3; resp. 3) points distincts t 1 ,t 2 
(resp. li,h,h', resp. di,d,2,ds) en lesquels elle a un contact d'ordre 3 (resp. 2; resp. 
2). 

On cherche done S sous la forme: S = Si + E.F, ou E := uv(u — 2v) et F(u, v) 
est un polynome (non homogene) de degre au plus 3. 

Pour que les 8 = 2 + 3 + 3 points d'intersection correspondants aient les mul- 
tiplicites voulues sur la sextique S (d'equation S — 0), il faut et il suffit done que, 
notant F u , F uu , F uv ,etc... les derivees partielles de la fonction F(u,v), on ait: 

1. S U (U) = S uv (ti) = S vv (ti) = pour i = 1,2. 

2. 1 S u (/ i ) = 0pourj = l,2,3. 

Compte-tenu du fait que E(ti) = E(lj) = E u (tj) = pour tous et de la for- 
mule de Leibnitz pour les derivees partielles d'un produit (ici E.F)), ces conditions 
peuvent etre realisees si les 9 formes lineaires suivantes: 

F(ti); F u (t t ); F V (U); F(lj), pour % = 1, 2 et j = 1, 2, 3 

sont lineairement independantes sur l'espace vectoriel (de dimension 10) 
H°(0 P2 (3)): 

Or l'espace vectoriel annulateur de ces formes est constitue des equations de 
cubiques planes ayant un point double en chacun des deux points ti,t2, et passant 
par les 3 points lj. Un argument geometrique immediat montre que ces equations 
sont de la forme: C- uv2 i ou C G C. 

Si ^ est une sextique satisfaisant a toutes les conditions precedentes, et si ( G C 
est generique adequat, la sextique d'equation S := S 2 + (.uv 2 satisfera aussi ces 
memes conditions, et sera, de plus, lisse aux points di,d 2 ,ds, car [uv 2 ] u (dj) ^ 0, 
pour j = 1, 2, 3. 

Pour achever la demonstration de la proposition, il faut encore montrer que le 
membre generique S t du systeme lineaire A' de sextiques engendre par S et So := 
D + 2L + 3T est irreductible. 

Sinon, St est somme de 6 droites, de 3 coniques lisses, ou de 2 cubiques. 

Le premier cas est exclu, car une telle droite doit passer par l'un des ti, et par 
Fun des lj. C'est impossible, puisque A' n'a pas de composante fixe. Le deuxieme 
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cas est aussi exclu, car une conique composante de St devrait etre tangente k D en 
l'un des dj, et passer par 2 des ti et deux des lj (avec tangence a T ou L si deux 
de ces points sont confondus). Ceci contredit a nouveau le fait que A' n'a pas de 
composante fixe. Le cas ou S t serait reunion de deux cubiques est aussi exclu, car 
S t ne serait pas lisse en l'un des points dj au moins, ou les deux cubiques devraient 
s'intersecter, alors que ce point devrait etre un point de tangence de D et de S t - 
Les assertions de nature arithmetique sont immediates sur la construction. 

Corollaire 5.4 Soit g : P2 — > P2 le morphisme de degre 4 defini par: g(X : Y : 
Z) :=([/: V : W), avec U := X 2 + Y 2 ; v := XY; W := Z 2 . Soit D (resp. L; resp. 
T) les droites d 'equations: U = 2V (resp. U = 0; resp. V = 0), et a :— (0 : : 1). 
Soit S une sextique dequation S(U : V : W) = satisfaisant les conditions de la 
proposition precedente relatives aux droites D, L, T. Alors H = g*(S) est une courbe 
de degre 12 telle que: 

1. H ne passe pas par a' := (X = 0; Y = 0; Z = 1). 

2. H rencontre chacune des trois droites L',L" ,D' d 'equations respectives (Y = 
i.X); (Y = —i.X); (Y = X) en 6 points distincts qui sont des points doubles de H . 

3. H rencontre chacune des deux droites T',T" d 'equations (Y = 0); (X = 0) en 
4 points distincts qui sont des points triples de H . 

4- Le membre generique H t du systeme lineaire A de courbes de degre 12 en- 
gendre par H et H' := 2.(L' + L" + D') + 3(T' + T") est irreductible. 



Demonstration: Le revetement g est Galoisien de goupe G = Z2 x Z2, engendre 
par a : (X : Y : Z) -> (-X; -Y; Z) et a :: (X : Y : Z) -> (Y; X; Z). De plus, on a: 
f . g(D') = D et g*(D) = 2D'. 

2. g(L') = g(L") = L, et g*{L) — L' + L". 

3. g(T') = g{T n ) = T, et g*{T) = V + T". 

4. (7 est etale sur l'ouvert Z 7^ 0;X 2 7^ Y 2 , et ramifie a l'ordre 2 le long de la 
doite D' privee de ses deux points (0 : : 1) et (f : 1 : 0). 

Ces proprietes permettent de deduire immediatement le corollaire de la proposi- 
tion, a l'exception de l'irreductibilite de H t := g*(S t ). 

Si H t n'est pas irreductible, il est done reunion soit de 4 cubiques, soit de 2 
sextiques irreductibles, qui forment une seule orbite sous Paction de G. 

Le premier cas (de 4 cubiques) n'est pas possible, car St a un point triple en 
chaque point ti, et g est etale au-dessus de ces points. Done une cubique T com- 
posante de H t devrait passer par m = 2 (avec une singularity) ou m = 3 des 4 points 
de g -1 (tj), et aussi par 7 des autres points de g~ 1 (R), si R est l'ensemble des 8 points 
d'intersection de St et de C = L + D + T, avec les notations de la proposition. Ceci 
entrainerait que Y est une composante fixe de A, et une contradiction. 

Le cas dans lequel H t serait reunion de 2 sextiques S' t et g.S' t , pour g e G 
d'ordre 2 (independant de t) est egalement impossible. Ceci sera etabli au cours de 
la demonstration du corollaire 5.5 ci-dessous. 
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Corollaire 5.5 Soit H et H' les deux courbes planes de degre 12 decrites dans 
la proposition precedente, A le systeme lineaire qu'elles engendrent, et ip : P 2 — > 
Pi V application meromorphe associee definie par le quotient (des equations) H/H' . 
Soit b : P — > P 2 Veclatement de P 2 en les 26 points-base du systeme lineaire A. 
U application p := ip o 6 : p — > p x es£ holomorphe, a fibres connexes. Elle a une 
unique fibre multiple $oo := </?*(oo) ; <ie multiplicite 2, qui est la transformee stride 
de H' par b. Cette fibre est simplement connexe. De plus, p n'a aucune fibre qui 
soit multiple au sens classique (ie: m + (p>,y) = 1, pour tout y G Pi, avec la notation 
de la remarque 1.2). 

Demonstration: Seules les assertions: p> est holomorphe et n'admet pas de fibre 
multiple au sens classique ne sont pas consequences immediates de ce qui precede. 

On va demontrer la premiere au voisinage de l'un des points d'intersection t! de 
T' et de H, dans des coordonnees locales analytiques (s,t) centrees en ce point, et 
choisies telles que T' a pour equation locale: t — 0. 

Alors ip(s,t) := (a.s 3 + b.sH + est 2 + d.t 3 + R(s,t))/t 3 , oil R(s,t) est une fonc- 
tion analytique nulle a l'ordre 3 en (0,0), pour des coefficients complexes a,b,c,d 
adequats. 

Le point crucial est: a 7^ 0. Ceci resulte de ce que le nombre d'intersection de H 
et de T' est 12, et est la somme des ordres de contact de H avec T' en chacun des 
4 points t\. Comme chacun de ces ordres de contact vaut au moins 3, chacun vaut 
exactement 3, et done a 7^ 0. 

Maintenant le diviseur exceptionnel de l'eclatement de P 2 en t' est recouvert par 
les deux ouverts de cartes U\ et U2, munis de coordonnees respectives (a := s/t,t), 
et (s, r := tj s). 

Dans Ui, ip{s, t) = aa 3 + b.a 2 + c.a + d + Ri(a, t), avec Ri analytique. 
Dans U2, (i>(s, t))^ 1 = [r 3 /(a + b.r + c.r 2 + d.r 3 + s. ^(s, t))], avec i? 2 analytique. 
Puisque a 7^ 0, on en deduit que f est analytique (a valeurs dans Pi) au voisinage 
de*'. 

Le cas des points d'intersection de H et T" est identique. Celui des points 
d'intersection de H avec V + L" + D' est similaire (en plus simple, car seuls des 
termes quadratiques interviennent). 

II reste a montrer que ip n'a pas de fibre multiple au sens classique. Sinon, on 
aurait pour une valeur adequate de t G Pi,t 7^ 00: H t = (12/d).T, pour d 7^ 12 un 
diviseur de 12, et F une courbe de degre d. 

On ne peut pas avoir d = 1,2, 3, car T doit passser par les 26 points d'intersection 
de H et de H'. On ne peut pas non plus avoir d — 6, car la sextique T devrait passer 
triplement par chacun des 4 points d'intersection de T' avec H . 

Nous pouvons maintenant montrer que les fibres de sont connexes. Sinon, 
par l'assertion 4 du corollaire 5.4 precedent, demontre sauf dans le cas oil H t serait 
reunion de 2 sextiques, <fi devrait se Stein-factoriser sous la forme: <fi = p o rj, avec 
rj : P — > Pi connexe et 77 : Pi — > Pi de degre 2. Alors 77 aurait deux points de 
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ramification double et en ces points, H t serait une sextique double. Ceci contredit 
l'argument precedent, et acheve la demonstration du corollaire. 

On peut maintenant conclure la demonstration du theoreme 4.1: 

Corollaire 5.6 Soit ip : P — > Q := P x la fibration precedente. Soit g : P :— Fi — > 
Q = Fi un morphisme fini de degre m > 1, Stale au-dessus des points (en nombre 
fini) de Q au-dessus desquels la fibre de y? n'est pas lisse. Soit X la normalisee de 
P Xq P, et f : X — > P le morphisme deduit de ip par le changement de base g. Soit 
enfin u : X — > P le morphisme fini naturel. Alors: 

1. X est une surface lisse, et f est une fibration de type general si m > 5. 

2. X est simplement connexe (et de type general sim>5). 

3. Si la sextique S est definie sur un corps de nombres, ainsi que g, alors X et 
f sont aussi definies sur un corps de nombres. 



Remarque 5.7 Si F est une fibre lisse de <p, on a: g(F) = 13. En effet, si E 
(resp. G) est le diviseur exceptionnel de b au-dessus des 18 points doubles (resp. 
8 points triples) de H considered, alors Kp = b*(K v , 2 ) + E + G. De plus, si F 
est une fibre lisse de <p, on a: F.E = 2.18, et F.G = 3.8 (car chaque composante 
de E (resp. G) se projette doublement (resp. triplement) sur Pi par ip). Done 
Kp.F = 2(g(F) - 1) = (b*(K P2 ) + E + G).F = -3.12 + 2.18 + 3.8 = 24. 

Demonstration de 5.6: Toutes les assertions sont immediates, sauf peut-etre 
le fait que / soit une fibration de type general, et que X est simplement connexe. 

Le fait que / soit de type general si m > 5 resulte de ce que / a maintenant m 
fibres multiples (au sens de 1.1) de multiplicite 2 (qui est la multiplicite de $oo)- On 
conclut a l'aide de la remarque 1.4. 

La simple connexite de X resulte du lemme standard suivant: 

Lemme 5.8 Soit f : X — > C une fibration holomorphe propre et surjective sur une 
courbe. Supposons que f n'ait pas de fibre multiple au sens classique (voir 1.2), 
et que f ait une fibre simplement connexe F . Alors: /* : ni(X) — > ni(C) est un 
isomorphisme de groupes. 

Demonstration: Puisque / n'a pas de fibre multiple au sens classique, le noyau 
de /* est l'image de iri(F) dans tti(X) par j*, deduite de l'injection naturelle de F 
dans X, si F est une fibre lisse de /. Mais j se factorise par l'injection de U dans X, 
si U est un voisinage ouvert de F qui se retracte sur F , et qui contient F, choisie 
assez proche de F . Puisque F est simplement connexe, il en est de meme de U. 
D'ou la conclusion. 
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